
 

 

แผนการจัดการเรียนรู้ที่ 10 
รหัสวิชา 3000-1406   วิชา  แคลคูลสัพื้นฐาน 
หน่วยที ่ 5   ชั่วโมงที ่ 28-30 ชื่อหน่วย  การประยุกต์อนุพันธ์ของฟังก์ชัน 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

แนวคิด 
การประยุกต์อนุพันธ์ของฟังก์ชันเป็นการน าความรู้เรื่องอนุพันธ์ของฟังก์ชันท่ีเรียนมาใช้ประโยชน์ให้เห็นจริง เช่น น ามาใช้ใน

การเขียน กราฟของฟังก์ชนั ความชันของเส้นโค้ง การหาค่าสูงสุดและต่่าสุดสัมพันธ์ ของฟังก์ชัน โดยใช้อนุพันธ์อันดับที่หน่ึง และ
อนุพันธ์อันดับที่สอง การน่าความรู้เร่ืองค่าสูงสุดและต่่าสุดไปใช้ประโยชน์ ในทางช่างและชีวิตประจ าวัน การหาความเร็วของวัตถุที่
เคลื่อนที่ในแนวเสน้ตรง การหาค่าอัตราสัมพัทธ์ เป็นการหาคา่อัตราการเปลีย่นแปลงช่ัวขณะของสองสิ่งเปรียบเทียบกัน การหา
ค่าประมาณโดยใช้ผลต่างอนุพันธ์ (ค่าเชิงอนุพันธ์) 
 

สาระการเรียนรู้ 
1. ความชันของเส้นโค้ง 

2. การหาค่าอนุพันธ์ของฟังก์ชันจากนิยาม 
 

ผลการเรียนรู้ที่คาดหวัง 

1. เขียนกราฟของเส้นโค้งของฟังก์ชันและหาความชันของเส้นโค้งได ้
2. หาค่าและค านวณคา่สูงสดุและค่าต่ าสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันได้ 
3. มีการพัฒนาคณุธรรม จริยธรรม ค่านิยม และคณุลักษณะอันพึงประสงค์ที่อาจารย์สามารถสังเกตเห็นได้  ในด้านความมี

มนุษยสัมพันธ์ ความมีวินัย ความรับผดิชอบ  ความเชื่อมั่นในตนเอง ความสนใจใฝ่รู ้ ความรักสามัคค ี ความกตัญญู
กตเวท ี

 

กิจกรรมการเรียนการสอน 
ขั้นน่าเข้าสู่บทเรียน 
1. อาจารย์ทบทวนในเรื่องการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน 

 

ขั้นสอน 
2. อาจารย์อธิบายความหมายของความชันของเส้นโค้งให้นักศึกษาเข้าใจเพื่อเป็นพ้ืนฐานของค่าต่างๆ โดยใช้รูปประกอบ 

 
 
 

 
 
 

จุดตัดแกน x และจุดตัดแกน y เราจะพบว่า จุดตัดแกน x   มี 3 จุดคือ A (a, o), D (d, o) และ F (f, o) จุดตัดแกน y มีจุด
เดียว คือ B (o, b) เนื่องจากกราฟเป็นเส้นโค้ง  ดังนั้นจึงมีทั้งโค้งคว่ า และโค้งหงาย ช่วงใดที่เป็นโค้งคว่ าก็จะท าให้เกิดจุดสูงสุดของ

G H

F(f, 0)

E

D(d, 0)
0

B(0, b)
C

y

x

y = f(x)

(a, 0)A



 

 

ฟังก์ชันในช่วงนั้น เราเรียก จุดสูงสุดสัมพัทธ์ (Relative Maximum Point) ในรูป คือ จุด C ช่วงจาก A ถึง D เรียกว่า ช่วงโค้งคว่่า 
ช่วงใดท่ีเป็นโค้งหงาย ก็จะท าให้เกิดจุดต่ าสุดของฟังก์ชันในช่วงนั้นๆ เราเรียกว่า จุดต่่าสุดสัมพัทธ ์(Relative Minimum Point) ในรูป
คือ จุด E ช่วงจาก D ถึง F เรียกว่า ช่วงโค้งหงาย นอกจากนี้ถ้าช่วงใดค่าของฟังก์ชันมีค่าเท่ากันทุกค่าตลอดในช่วงนั้น เราจะเรียกว่า  
เป็นช่วงคงที่ของฟังก์ชัน (Constant Interval) เช่นในช่วง G ถึง H  

3. ให้นักศึกษาศึกษาการหาค่าอนุพันธ์ฟังก์ชันจากนิยามจากหนังสือเรยีน สรุปลงในสมุด  
4. อาจารย์น าตัวอย่างจากหนังสือมาอธิบายบนกระดานในนักศึกษาท าความเข้าใจ โดยการถาม – ตอบ และช่วยกันสรุปวิธีที่

ง่ายที่สุดในการหาค่าอนุพันธ์ฟังก์ชัน ในหัวข้อต่อไปนี้ 
- ความหมายของอนุพันธ์เรขาคณิต 

ตัวอย่าง  จงหาความชันของเส้นโค้ง y = x2– 2x + 5 ที่จุด (2, 5)  

 ความชันของเส้นโค้งท่ีจุดใดๆ คือ อนุพันธ์ของเส้นโค้งท่ีจุดนั้น 

  จาก y = x2 – 2x + 5 
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 ดังนั้น ความชันของเส้นโค้งท่ีจุด   (2, 5) คือ 2(2)–2 = 2 
สรุป การหาความชันของเส้นโค้งหรือเส้นสัมผัสโค้ง มีหลักดังน้ี 

1. หาอนุพันธ์ของเส้นโค้งท่ีก าหนดให้ ซึ่งจะเท่ากับความชันของเส้นโค้งน้ันท่ีจุดใดๆ 
2. ให ้(x1, y1) เป็นพิกัดของจุดที่ต้องการ (จุดสัมผัส) 
3. แทนค่า (x1, y1) ลงในอนุพันธ์ตามข้อ 1 ก็จะเป็นความชันของเส้นโค้ง หรือความชันของเส้นสัมผัสโค้งตรงจุดสัมผัสที่

ต้องการ 
- สมการของเส้นสมัผสัและเส้นแนวลากของเส้นโค้ง มี 

- เส้นสมัผสัโค้ง 
- เส้นแนวตั้งฉาก 

ตัวอย่าง จงหาสมการของเส้นสัมผัส และเส้นตั้งฉากกับพาราโบลา   y2 = 4x ที่จุด (1, 2) 
จากสมการเส้นสัมผัสโค้ง y – y1 = m(x – x1)  

   m = dx
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   จากสมการ  y2  =  4x 
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  (x1, y1)  คือ (1, 2)   m  = )(2
2

  = 1 

เส้นสัมผัสโค้งคือ  y – 2 =  1(x–1) 

 สมการเส้นสัมผัสคือ y = x + 1 

 ความชันของเส้นตั้งฉาก = m
1

  =  1
1

   =  –1 

 สมการของเส้นตั้งฉาก คือ  y – 2  =  –1(x–1)   =  –x + 1 

  สมการเส้นตั้งฉาก คือ y  = –x + 3  
- มุมที่เส้นโค้งสองเส้นตัดกัน 
- จุดสูงสดุ จุดต่ าสดุ และจดุเปลี่ยนเว้า 

5. ท าแบบประเมินผลการเรียนรู้ที่ 5.1  
 

ขั้นสรุปและการประยุกต ์
6. นักศึกษาร่วมกันสรุปการประยุกตอ์นุพันธ์ของฟังก์ชัน ทั้งหมดลงในสมุด 
7 . อาจารย์ตรวจแบบประเมินผลการเรียนรู้ที่ 5.1 และช้ีแจงสิ่งที่บกพร่องหรือผิดพลาดให้นักศึกษาทราบ 

 

สื่อการเรียนการสอน  
1. หนังสือเรียนวิชา แคลคูลสัพื้นฐาน (3000-1406)   
2. แบบประเมินผลการเรียนรู้ที ่5.1   

 

การวัดผลและการประเมินผล 
วิธีวัดผล 
1. สังเกตพฤติกรรมการปฏิบตัิงานรายบุคคล 
2. ตรวจแบบประเมินผลการเรียนรู้ที่ 5.1 
3. การสังเกตและประเมินผลพฤติกรรมด้านคุณธรรม จริยธรรม ค่านิยม และคุณลักษณะอันพึงประสงค์ 
 

เคร่ืองมือวัดผล 
1. แบบสังเกตพฤติกรรมการปฏิบตัิงานรายบุคคล  
2. แบบประเมินผลการเรียนรู้ที ่5.1 
3. แบบประเมินคุณธรรม จริยธรรม ค่านิยม และคุณลักษณะอันพึงประสงค์ โดยอาจารย์และนักศึกษาร่วมกันประเมิน  

เกณฑ์การประเมินผล 
1. แบบสังเกตพฤติกรรมการปฏิบตัิงานรายบุคคล เกณฑ์ผ่าน ต้องไม่มช่ีองปรับปรุง 
2. แบบประเมินผลการเรียนรู้ที ่5.1  ท าถูกต้อง 70% ขึ้นไป 
3. แบบประเมินคุณธรรม จริยธรรม ค่านิยม และคุณลักษณะอันพึงประสงค ์คะแนนข้ึนอยู่กับการประเมนิตามสภาพจริง 

 
 



 

 

แผนการจัดการเรียนรู้ที่ 11 
รหัสวิชา 3000-1406  วิชา  แคลคูลสัพื้นฐาน 
หน่วยที ่ 5 ชั่วโมงที ่ 31-33 ชื่อหน่วย การประยุกต์อนุพันธ์ของฟังก์ชัน (ต่อ) 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

แนวคิด 
สรุป วิธีหาค่าสูงสดุหรือค่าต่ าสดุสมัพัทธ์ โดยใช้อนุพันธ์อันดับที่สอง 

1. จาก y = f(x) หาอนุพันธ์อันดับที่หน่ึงก่อน คือ หา dx
dy

 แล้วให ้ dx
dy

 = 0 แก้สมการหาค่าของ x สมมติวา่ ได ้x = a  

2. จาก dx
dy

 ในข้อ 1 หาอนุพันธ์อันดับที่สอง คือ หา 2

2

dx
yd

 

3. น าค่า x = a จากข้อ 1 แทนลงใน 2

2

dx
yd

ในข้อ 2 แล้วพิจารณาค่าของ 2

2

dx
yd

 ถ้ามีค่าเป็นบวก  

แสดงว่า x = a เป็นค่าที่จุดต่ าสดุสมัพัทธ์ ถ้ามีค่าเป็นลบ แสดงว่า x = a เป็นค่าที่จุดสูงสุดสมัพัทธ ์แตถ่้า  2

2

dx
yd

 = 0 จะ

ทดสอบไม่ได้ว่า เป็นค่าสูงสุดสัมพทัธ์หรือต่ าสดุสมัพัทธ์ ต้องกลับไปใช้วิธีการในตอนแรก คือ ใช้อนุพันธ์อันดับที่ 1 
 

สาระการเรียนรู้ 
3. อัตราสมัพัทธ ์

4. การหาค่าเชิงอนุพันธ ์(ผลต่างอนุพันธ)์ 
 

ผลการเรียนรู้ที่คาดหวัง 

3. แก้ปัญหาโจทยเ์กี่ยวกับค่าสูงสุดและค่าต่ าสดุสัมพัทธไ์ด ้
4. แก้ปัญหาโจทย์ ความเร็วและความเร่งของวัตถุท่ีเคลื่อนที่ในแนวเสน้ตรงได้ 
5. มีการพัฒนาคุณธรรม จริยธรรม ค่านิยม และคุณลักษณะอันพึงประสงค์ที่อาจารย์สามารถสังเกตเห็นได้ ในด้านความมี

มนุษยสัมพันธ์ ความมีวินัย ความรับผิดชอบ ความเช่ือมั่นในตนเอง ความสนใจใฝ่รู้ ความรักสามัคค ีความกตัญญูกตเวที 
 

กิจกรรมการเรียนการสอน 
ขั้นน่าเข้าสู่บทเรียน 
1. อาจารย์ทบทวนการหาค่าอนุพันธ์ของฟังก์ชันจากนิยาม โดยการถาม – ตอบ 

 
ขั้นสอน 
2. นักศึกษาศึกษาใบความรู ้เรื่อง การหาค่าสูงสุด, ค่าต่ าสดุสมัพัทธ์ หรอืจุดเปลีย่นเว้ามีขั้นตอนในการด าเนินการอย่างไร 
3. นักศึกษาท าใบกิจกรรม เพื่อฝึกความช านาญและทดสอบความรู ้
4. สุ่มนักศึกษาออกมาแสดงวิธีหาค าตอบโดยเพื่อนในห้องเป็นผู้ช่วยเหลือ 
5. อาจารย์อธิบายและสรุปเพิม่เตมิให้นักศึกษาเข้าใจมากขึ้น 
6. นักศึกษาท าแบบประเมินผลการเรยีนรู้ที ่5.2  



 

 

ขั้นสรุปและการประยุกต ์
7. นักศึกษาร่วมกันสรุปการประยุกตอ์นุพันธ์ของฟังก์ชัน ทั้งหมดลงในสมุด 
8. อาจารย์ตรวจแบบประเมินผลการเรียนรู้ที ่5.2 

 

สื่อการเรียนการสอน  
1. หนังสือเรียนวิชา แคลคูลสัพื้นฐาน (3000-1406)  
2. ใบความรู ้
3. ใบกิจกรรม 
4. แบบประเมินผลการเรียนรู้ที ่5.2  

การวัดผลและการประเมินผล 
วิธีวัดผล 
1. สังเกตพฤติกรรมการปฏิบตัิงานรายบุคคล 
2. ตรวจใบกิจกรรมและแบบประเมินผลการเรยีนรู้ที ่5.2 
3. การสังเกตและประเมินผลพฤติกรรมด้านคุณธรรม จริยธรรม ค่านิยม และคุณลักษณะอันพึงประสงค์ 
 

เคร่ืองมือวัดผล 
1. แบบสังเกตพฤติกรรมการปฏิบตัิงานรายบุคคล   
2. ใบกิจกรรมและแบบประเมินผลการเรยีนรู้ที ่5.2 
3. แบบประเมินคุณธรรม จริยธรรม ค่านิยม และคุณลักษณะอันพึงประสงค์ โดยอาจารย์และนักศึกษาร่วมกันประเมิน   

เกณฑ์การประเมินผล 
1. แบบสังเกตพฤติกรรมการปฏิบตัิงานรายบุคคล เกณฑ์ผ่าน ต้องไม่มช่ีองปรับปรุง 
2. ใบกิจกรรมและแบบประเมินผลการเรยีนรู้ที ่5.2 ท าถูกต้อง 70% ขึ้นไป 
3. แบบประเมินคุณธรรม จริยธรรม ค่านิยม และคุณลักษณะอันพึงประสงค ์คะแนนข้ึนอยู่กับการประเมนิตามสภาพจริง 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

ใบความรู้ 

การทดสอบค่าสูงสุด, ค่าต่่าสุดสัมพัทธ์ หรือจุดเปลี่ยนเว้ามีขั้นตอนในการด่าเนินการ ดังนี้ 
ถ้า y = f(x) เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องบนช่วงปิด [a, b] โดยม ีc เป็นจุดหนึ่งในช่วงเปิด (a, b) ซึ่ง f(c) = 0 และสมมติว่า เรา

สามารถหาอนุพันธ์ของ   f(x) ได้ ทุกค่าของ x ในช่วงเปิด (a, b)  เว้นแต่จะหาไมไ่ด้ที ่ x = c  นั่นคือ  ถ้า  f(x)  เป็นฟังก์ชันของ x 

และ  x = c  เป็นจุดวิกฤต  (critical point) ของ f(x) ซึ่ง   )c(f  = 0  หรือ  )c(f   หาค่าไมไ่ด ้

ถ้า a และ b เป็นจ านวนจริงซึ่ง  a < c < b  โดยที ่f ต่อเนื่องตลอดช่วงปิด  [a, b], f (a)  และ f (b)  หาค่าได ้ และ  c  
เป็นจุดวิกฤตเพยีงจุดเดยีวในช่วงปิด  [a, b]  แล้ว  จะได้ว่า 

1. f (c) จะเป็นสูงสุดสัมพัทธ์ของ f(x) ถ้า f (a) > 0 และ f (b) < 0 

2. f (c) จะเป็นต่ าสุดสัมพัทธ์ของ f(x) ถ้า f (a) < 0 และ f(b) > 0 

3. จุด (c, f(c)) จะเป็นจุดเปลี่ยนเว้าของ f(x) ถ้า f(a) > 0 และ f(b) > 0 หรือ f(a) < 0 และ f(b) < 0 

วิธีการหาค่าสูงสุด, ค่าต่ าสุดสัมพทัธ์ หรือจุดเปลี่ยนเว้าที่กล่าวมา เราเรยีกว่า  “การหาค่าสูงสุดโดยใช้อนุพันธ์อนัดับหนึ่ง”  
สามารถใช้อนุพันธ์อันดับสองในการหาค่าสูงสุด หรือค่าต่ าสุดสัมพัทธ์ได้ด้วย 
สรุป วิธีหาค่าสูงสดุหรือค่าต่ าสดุสมัพัทธ์ โดยใช้อนุพันธ์อันดับที่สอง 

1. จาก y = f(x) หาอนุพันธ์อันดับที่หน่ึงก่อน คือ หา dx
dy

 แล้วให ้ dx
dy

 = 0 แก้สมการหาค่าของ x สมมติวา่ ได ้x = a  

2. จาก dx
dy

 ในข้อ 1 หาอนุพันธ์อันดับที่สอง คือ หา 2

2

dx
yd

 

3. น าค่า x = a จากข้อ 1 แทนลงใน 2

2

dx
yd

ในข้อ 2 แล้วพิจารณาค่าของ 2

2

dx
yd

 ถ้ามีค่าเป็นบวก  

 แสดงว่า x = a เป็นค่าที่จุดต่ าสุดสมัพัทธ์ ถ้ามีค่าเป็นลบ แสดงว่า x = a เป็นค่าที่จุดสูงสุดสัมพัทธ ์ 

 แต่ถ้า 2

2

dx
yd

 = 0 จะทดสอบไมไ่ด้ว่า เปน็ค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือต่ าสดุสมัพทัธ์ ต้องกลับไปใช้วิธีการในตอนแรก คือ ใช้

อนุพันธ์อันดับที ่1 

การประยุกต์ค่าสูงสุดและต่่าสุดสมัพันธ ์

ขอสรุปวิธีการแกป้ัญหาเกี่ยวกับการใช้ค่าสูงสุดหรือค่าต่ าสดุ เป็นขัน้ตอนไว ้5 ขั้นตอน ดังนี ้
ขั้นที ่1 เขียนรูปประกอบเกี่ยวกับปริมาณต่างๆ ที่เกี่ยวข้องกับปัญหาทั้งหมดให้ได ้รายละเอียดให้มากที่สดุ 

 ขั้นที ่2 สร้างสมการจากโจทย์ที่ก าหนดให้ที่มีค่าสูงสุดหรือค่าต่ าสุดสัมพัทธ์ในรูปของตัวแปร 

 ขั้นที ่3 ถ้าสมการทีส่ร้างขึ้นมตีัวแปรมากกว่า 2 ตัวแปร ต้องพยายามหาทางก าจัดตัวแปรออกไปใหเ้หลือเพียงฟังก์ชันตัว
แปรเดียว 

 ขั้นที ่4 หาค่าสูงสดุหรือคา่ต่ าสุดสมัพัทธ์ ตามวิธีการที่เรียนมาแล้ว 
 ขั้นที่ 5 ใช้เทคนิคที่เรียนมาเกี่ยวกับการทดสอบค่าสูงสุดหรือค่าต่ าสุดสัมพัทธ์ น ามาประยุกต์ใช้กับปัญหาแต่ละตอน 

อัตราสัมพัทธ์ (Related Rate) คือ การเปรียบเทียบอัตราการเปลีย่นแปลงของสิ่งต่างๆ เทียบกับสิ่งเดียวกัน 



 

 

ความเร็ว (Velocity) คือ อัตราการเปลีย่นแปลงของระยะทางกับเวลาที่เปลีย่นไป ก าหนดให้ระยะทาง คือ การเปลี่ยนแปลง
ของต าแหน่งวัตถุเมื่อเวลาเปลีย่นไป ดังนั้น เราจึงเขียนระยะทางได้เป็น  s  =  f(t)  นั่นคือ  ระยะทาง s จะเปลี่ยนแปลงไปตามเวลาที่
เปลี่ยนไป 

   s = f(t)  …………… (1) 
  เมื่อเวลาผ่านไป    t ระยะทางก็จะเปลีย่นไป s  
  เมื่อเวลา  t + t   วัตถุจะเคลื่อนที่ไปได้ระยะทาง  s + s  

   s + s  = f(t + t ) ……………. (2) 
(2) – (1) ;   s  = f(t + t ) – f(t) 

  เมื่อเวลาเปลีย่นไป  t   จะเทียบกับระยะทางได้เป็น  t
s




  

   t
s




 = t

)t(f)tt(f



 

เราเรียก   t
s




  ว่า ความเร็วเฉลีย่  เมื่อ  t  0  ความเร็วเฉลี่ยนี้จะกลายเป็นความเร็วชั่วขณะของเวลา  t  ใดๆ  นั่น

คือ 

ความเร็วช่ัวขณะเวลา  t  ใดๆ   =  t
s

lim
t 



 0
  =   dt

ds
 

เขียนแทน  dt
ds

  ด้วย  v  นั่นคือ  v(t)   =    dt
ds

  นั่นเอง 

ข้อสังเกต  

1. ถ้า  v  >  0 วัตถุจะเคลื่อนที่ในทิศทางที่ได้ระยะทางเพิ่มขึ้น 
2.  ถ้า v  <   0 วัตถุจะเคลื่อนที่ในทิศทางที่ได้ระยะทางลดลง 

 3. ถ้า v  =   0 แสดงว่าวัตถุจะหยุดนิ่งช่ัวขณะ 
 

ความเร่ง (acceleration) คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็วเทียบกับเวลาที่เปลี่ยนแปลงไปก าหนดให้  

 v(t)  =  dt
ds

  เมื่อเวลาเปลี่ยนไปจาก  t  เป็น  t + t   ความเร็วจะเปลี่ยนไปเป็น v + v  

  ดังนั้น t
v




 = t

)t(v)tt(v



 

 t
v

lim
t 



 0
 = t

)t(v)tt(v
lim
t 



 0
 

 dt
dv

 = t
v

lim
t 



 0
 

เราเรียก  dt
dv

  ว่า  อัตราเร่งช่ัวขณะของการเคลื่อนที่ของวัตถุ  เขียนแทนด้วย  a 

 a      =    dt
dv

 แต่   v  = dt
ds

 

dx
dy



 

 

 a    =  )dt
ds

(dt
d

  = 2

2

dt
sd

 

ข้อสังเกต  
 1. ถ้า a  >  0 ความเร็วเพิ่มขึ้น 

 2. ถ้า a  <  0 ความเร็วลดลง 
 3. ถ้า v  และ  a   มีเครื่องหมายเหมือนกัน  อัตราเรว็ของวัตถุจะเพิ่มขึ้น   แต่  
  ถ้า  v  และ  a   มีเครื่องหมายต่างกัน  อัตราเร็วของวัตถุจะลดลง 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

dx
dy



 

 

ใบกิจกรรม 
 

จงเติมส่วนที่หายไปให้สมบูรณ์และถกูต้อง 

1. จงหาค่าสูงสดุหรือค่าต่ าสดุสมัพัทธ์ของ   f(x) = x4 – 2x2 
จากโจทย ์  f(x) = y =  x4 - 2x2 …………… (1) 
จาก (1) หาอนุพันธ์อันดับที่ 1 

   dx
dy     =  dx

d
(x4 – 2x2) 

     dx
dy      =   …………………………………………….…………………. (2) 

 จาก (2) ให ้ dx
dy    =   0  แล้วแก้สมการหาค่าของ x 

     4x3 – 4x    =  0 
  .…………………... =  0 
  .…………………... =  0 
         x     =  ……….…….., ………………., ……….…….. 
 ค่า x ที่เป็นค่าวิกฤต คือ ค่า x ที่เท่ากับ –1, 0, 1     

 จาก (2) หา  
2

2

dx
yd   จะได้ว่า  

  
2

2

dx
yd  = )xx(dx

d
44 3

  

   = ………………………. 

   
2

2

dx
yd  = ………………………………………….……………… (3) 

พิจารณาค่า  x  =  –1, 0, 1  ซึ่งเป็นค่า x ที่จุดวิกฤต 

 นั่นคือ  แทนค่า  x = –1  ใน  
2

2

dx
yd   

   
2

2

dx
yd   =   ………………………….. 

   ที ่ x  =  –1  จะให้…………………..   y  =  …………………………… 

   จุดต่ าสุดสมัพัทธ์ของ  f(x) = x4– 2x 4    คือ  (–1, –1) 

 แทนค่า  x = 0   ใน  
2

2

dx
yd  

    2

2

dx
yd   = ………………….. =  ………………….. 

 ที ่ x  =  0  จะให้ ………………….  f(0) ………………….. = ………………….. 

   จุดสูงสดุสมัพัทธ์ของ  f(x) = x4 – 2x 4  คือ  (0, 0) 



 

 

 แทนค่า  x = 1  ใน  
2

2

dx
yd  

   
2

2

dx
yd   = ………………….. = ………………….. 

 ที ่ x  =  1  …………………..    f(1) = …………………..  =  ………………….. 

 จุดต่ าสุดสัมพัทธ์ของ  f(x) = x4 – 2x 4    คือ  (1, –1) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

เฉลยใบกิจกรรม 
 
 

1. จงหาค่าสูงสดุหรือค่าต่ าสดุสมัพัทธ์ของ   f(x) = x4 – 2x2 
จากโจทย์    f(x)     =  x4 – 2x2 …………… (1) 

 จาก (1) หาอนุพันธ์อันดับที่ 1 

   f (x)     =  dx
d

(x4 – 2x2) 

     f (x)     =   4x3 – 4x …………… (2) 

 จาก (2) ให้ f (x)     =   0  แล้วแก้สมการหาค่าของ  x 

     4x3 – 4x    =  0 
  4x(x2– 1)     =  0 
  4x(x + 1)(x – 1) =  0 

           x     =  0, 1, –1 
 ค่า x ที่เป็นค่าวิกฤต คือ ค่า x ที่เท่ากับ –1, 0, 1     

 จาก (2) หา  f (x)  จะได้ว่า  

  f (x) = )xx(dx
d

44 3
  

   = xdx
d

xdx
d

44 3
  

   f (x) = 412 2
x   …………… (3) 

พิจารณา  ค่า  x    =  –1, 0, 1  ซึ่งเป็นค่า x ที่จุดวิกฤต 
 นั่นคือ  แทนค่า  x = –1  ใน  (3) 

    f (–1)   =   12(–1)2– 4  =  8 > 0 

   ที่  x    =  –1  จะให้ค่าต่ าสุดสัมพัทธ์     

    f(–1)    =  (–1)4 – 2(–1) 4   =  –1 

   จุดต่ าสุดสมัพัทธ์ของ  f(x) = x4– 2x 4    คือ  (–1, –1) ตอบ 
 แทนค่า  x = 0   ใน  (3) 

    f (0)  = 12(0)2 – 4  =  –4 <  0 

 ที่  x  =  0  จะให้ค่าสูงสดุสมัพัทธ์     f(0)  =  (0)4 – 2(0) 4   =  0 

   จุดสูงสดุสมัพัทธ์ของ  f(x) = x4 – 2x 4   คือ  (0, 0) ตอบ 
 แทนค่า  x = 1  ใน  (3) 

   f (1)  =  12(1)2 – 4  =  8 > 0 

 ที่  x  =  1  จะให้ค่าต่ าสุดสัมพัทธ์     f(1) =  (1)4 – 2(1) 4    =   –1 

   จุดต่ าสุดสมัพัทธ์ของ  f(x) = x4 – 2x 4    คือ  (1, –1) ตอบ 

 
 



 

 

แผนการจัดการเรียนรู้ที่ 12 
รหัสวิชา 3000-1406   วิชา  แคลคูลสัพื้นฐาน 
หน่วยที ่ 5   ชั่วโมงที ่ 34-36 ชื่อหน่วย  การประยุกต์อนุพันธ์ของฟังก์ชัน (ต่อ) 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

แนวคิด 
 ในการหาค่าอัตราสมัพัทธ ์หรือ ท าโจทย์ปัญหาเกี่ยวกับอัตราสมัพัทธ ์(Related Rate)  คือ 

1. ไม่ควรรีบร้อนแทนค่าของตัวแปรหรือตัวไม่ทราบค่าก่อนการหาอนุพันธ์ เพราะจะท าให้การหาค่าอนพุันธ์ได้ศูนย์ทั้งหมด 
2. การแทนค่าอัตราการเปลี่ยนแปลงเทียบกับเวลา ควรต้องมีการก าหนดเครื่องหมายของอัตราการเปลีย่นแปลงด้วย  คือ 

  2.1 ถ้าตัวแปรเพิ่มขึ้น  เมื่อเวลาเพิ่มขึน้  ให้อัตราการเปลี่ยนแปลงเทียบกับเวลา มีค่าเป็น บวก 
  2.2 ถ้าตัวแปรลดลง  เมื่อเวลาลดลง  ให้อัตราการเปลีย่นแปลงเทียบกับเวลา  มีค่าเป็น ลบ 

 

สาระการเรียนรู้ 
5. การหาค่าโดยประมาณของฟังก์ชันโดยใช้ค่าเชิงอนุพันธ์ 

 

ผลการเรียนรู้ที่คาดหวัง 

5. แก้ปัญหาโจทย์ทีเ่กี่ยวกับอัตราสัมพัทธ์ได ้
6. หาค่าโดยประมาณของฟังก์ชันโดยใช้ผลต่างอนุพันธ์ได้  
7. มีการพัฒนาคุณธรรม จริยธรรม ค่านิยม และคุณลักษณะอันพึงประสงค์ที่อาจารย์สามารถสังเกตเห็นได้ ในด้านความมี

มนุษยสัมพันธ์ ความมีวินัย ความรับผิดชอบ  ความเช่ือมั่นในตนเอง ความสนใจใฝ่รู้ ความรักสามัคค ีความกตัญญูกตเวที 
 

กิจกรรมการเรียนการสอน 
ขั้นน่าเข้าสู่บทเรียน 
1. อาจารย์ทบทวน อัตราสัมพัทธ ์โดยการสนทนา ถาม - ตอบ 

 

ขั้นสอน 
2. อาจารย์ยกตัวอย่าง อัตราสัมพัทธ์ พร้อมทั้งอธิบายและซักถาม 

 

ตัวอย่าง 1   ถ้าจรวดล าหนึ่ง  ตามรูปที ่ 5.11  ก าลังถูกยิงข้ึนในแนวดิ่งด้วยความเร็ว  880  ฟุต/วินาที ในขณะนั้นจรวดอยู่ห่างจาก
ฐานยิง 4,000 ฟุต กล้องสังเกตการณ์อยู่ห่างจากฐานยิงจรวด 3,000 ฟุต  
จงหาความเร็วขณะใดขณะหนึ่ง ที่จรวดก าลังเคลื่อนที่ห่างออกจากกล้องสังเกตการณ์อันนี ้

 
ก าหนดให ้
 t = เวลาที่จรวดใช้ในการเดินทาง (วินาที) 
 y   =  ระยะทางจากกล้องถึงจรวดหลังจากยิงจรวดไปแล้ว  t  วินาที 
(ฟุต) 
 x =  ความสูงของจรวดที่ห่างจากฐานยงิหลังจากเวลาผ่านไป t วินาที 
(ฟุต) 

y ft

กล้อง

จรวด

3,000  ft

x ฟุต



 

 

dt
dy

 = ความเร็วขณะใดขณะหนึ่งท่ีจรวดก าลังเคลื่อนที่ห่างออกไปจากกล้องมีหน่วยเป็น ฟุต/วินาที 

dt
dx

 = ความเร็วขณะใดขณะหนึ่งทีจ่รวดก าลังถูกยิงขึ้นในแนวดิ่งมหีน่วยเปน็ ฟุต/วินาท ี

 จากรูป 5.11  และจากทฤษฎีบทของปิธากอรัส  เราจะได้ว่า 

y 2   = x 2 +  (3,000) 2     ………………. (1)   
จากสมการ (1)  หาอนุพันธ์เทียบกับเวลา  t  ทั้งสองข้าง 

 dt
dy 2

 = dt
dx 2

 +  2000,3 )(dt
d

 

2y dt
dy

 =  2x dt
dx

 +  0 

 dt
dy

 =  y
x

2
2

. dt
dx

    …….………………. (2) 

 จาก (1) ;  เมื่อ  x  =  4,000   ฟุต   เราสามารถหาค่า  y  ได้ดังนี ้

y  =  22 000,3000,4 )()(      
=    5,000     ฟุต 

 เมื่อ   x  =  4,000  ฟุต,  y  =  5,000  ฟุต   และ   dt
dx

  =  880   ฟุต/วินาที 

 จาก (2) ; dt
dy

 = y
x

dt
dx

 

   dt
dy

   =  )(880000,5
000,4

     

=    704   ฟุต/วินาที 
 ความเร็วขณะใดขณะหนึ่ง  ที่จรวดก าลังเคลื่อนที่ห่างออกจากกล้อง  

=   704   ฟุต/วินาที         
3. สุ่มนักศึกษาออกมาแสดงวิธีหาค าตอบของตัวอย่างบนกระดานโดยเพื่อนในห้องเป็นผู้ช่วยเหลือ 
4. ให้นักศึกษาจ าสูตรการหาอนุพันธ์ และสตูรการหาค่าเชิงอนุพันธ์ เพื่อน าไปใช้ในการหาค่าอนุพันธ ์
5. นักศึกษาท าแบบประเมินผลการเรยีนรู้ที ่5.3 ส่งอาจารย ์
6. อาจารย์เฉลยแบบประเมินผลการเรียนรู้ที ่5.3 และให้นักศึกษาช่วยกันซักถามข้อสงสัย 
 

ขั้นสรุปและการประยุกต ์
7. นักศึกษาร่วมกันสรุปการประยุกตอ์นุพันธ์ของฟังก์ชัน ทั้งหมดลงในสมุด 
8. อาจารย์ให้นักศึกษาท าแบบประเมินผลการเรียนรู้ที ่5.4 ส่งตามก าหนด 
9. อาจารย์ตรวจแบบประเมินผลการเรียนรู้ที่ 5.4 และช้ีแจงข้อบกพร่องหรือข้อผิดพลาดให้นักศึกษาทราบ 

 

สื่อการเรียนการสอน  
1. หนังสือเรียนวิชา แคลคูลสัพื้นฐาน (3000-1406)   



 

 

2. แบบประเมินผลการเรียนรู้ที ่5.3 และ 5.4 
3. ใบความรู ้
 

การวัดผลและการประเมินผล 
วิธีวัดผล 
1. สังเกตพฤติกรรมการปฏิบตัิงานรายบุคคล 
2. ตรวจแบบประเมินผลการเรียนรู้ที่ 5.3 และ 5.4 
3. การสังเกตและประเมินผลพฤติกรรมด้านคุณธรรม จริยธรรม ค่านิยม และคุณลักษณะอันพึงประสงค์ 
 

เคร่ืองมือวัดผล 
1. แบบสังเกตพฤติกรรมการปฏิบตัิงานรายบุคคล 
2. แบบประเมินผลการเรียนรู้ที ่5.3 และ 5.4 
3. แบบประเมินคุณธรรม จริยธรรม ค่านิยม และคุณลักษณะอันพึงประสงค์ โดยอาจารย์และนักศึกษาร่วมกันประเมิน   
 

เกณฑ์การประเมินผล 
1. แบบสังเกตพฤติกรรมการปฏิบตัิงานรายบุคคล เกณฑ์ผ่าน ต้องไม่มช่ีองปรับปรุง 
2. แบบประเมินผลการเรียนรู้ที ่5.3 และ 5.4 ท าถูกต้อง 70% ขึ้นไป 
3. แบบประเมินคุณธรรม จริยธรรม ค่านิยม และคุณลักษณะอันพึงประสงค ์คะแนนข้ึนอยู่กับการประเมนิตามสภาพจริง  
 



 

 

ใบความรู้ สูตรต่างๆ 
สูตรการหาอนุพันธ์ สูตรการหาค่าเชิงอนุพันธ์ 

 1.  dx
dc

   =  0  1.   dc  =  0 

 2.   wvudx
d

   =  dx
dw

dx
dv

dx
du

   2.   wvud   =  dwdvdu   

 3.   dx
dx

  =  1  3.  dx  =  1-dx 

 4. cu   dx
d

 =  dx
du

 c   4.  dcu  =  cdu 

 5.  uvdx
d

   =  dx
du

vdx
dv

u    5.   uvd   =   udv + vdu 

 6.  v
u

dx
d

  =  






 dx
dv

udx
du

v
v 2

1
  6.   v

u
d  =   udvvdu

v
2

1
 

7.  n udx
d

  =  dx
du

  nu n 1   7.  dun  =  dunu n 1  

 8.  u sindx
d

  =  dx
du

 u cos   8.  dsin u  =   u ducos  

 9.  u cosdx
d

 =  dx
du

 u sin    9.  dcos u =   u dusin  

10.  u tandx
d

 =  cosec2 u dx
du

 10.  dtan u  =  duusec2  

11.  u cotdx
d

 =  –cosec2 

dx
du

u  11.  dcot u = -cosec2 u du 

12.  usecdx
d

 =  dx
du

 u tan u sec  12.  dsec u  =   u dutan u sec  

13.  dx
d

cosec u  =  –cosec u dx
du

 u cot  13.  dcosec u  =  -cosec u cot u du 

14.  usindx
d 1   =  dx

du

u 21

1



 14.  dsin-1 u  =  du
u 21

1



 

15.  ucosdx
d 1   =  dx

du

u
 

21

1




 15.  dcos-1 u  =  du

u 21

1




 

16.  utandx
d 1   =  dx

du
u 21

1


 16.  dtan-1 u  =  du
u 21

1


 

17.  ucotdx
d 1   =  dx

du
 

u 21

1




 17.  dcot-1 u  =   du

u
  21

1




 

 



 

 

สูตรการหาอนุพันธ์ สูตรการหาค่าเชิงอนุพันธ์ 

18.  u secdx
d 1  =  dx

du
 

uu 1

1
2


 18.  dsec-1 u  =   du
uu 1

1
2


 

19.  dx
d

cosec-1 u  =  dx
du

uu
 

1
1
2



 19.  dcosec-1 u  =  du

uu 1
1
2



 

20.  ulogdx
d

a   =  dx
du

elogu a

1
 20.  dloga u  =  duelogu a

1
 

21.  ulndx
d

 =  dx
du

.u
1

 21.  dln u  =  .duu
1

 

22.   adx
d u =  dx

du
 aln a u  22.  dau=   adu ln a u  

23.  uedx
d

  =  dx
du

 e u  23.  deu  =   due u  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


