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แผนการจดัการเรียนรู้ หน่วยที ่7 

ช่ือวชิา กลศาสตร์วศิวกรรม 1. สอนคร้ังที ่16 

ช่ือหน่วย แรงกระจาย จ านวน 3 ช่ัวโมง  

หัวเร่ือง  
       7.1  แรงกระจาย 
       7.2  จุดศูนยถ่์วงและ  จุดศูนยก์ลางมวล 
      
สาระส าคญั 
       1.  แรงกระจาย คือแรงกระจายกบัวตัถุลกัษณะการกระจายอาจกระจายสม ่าเสมอ  หรือไม่สม ่าเสมอ  
       2.  จุดศูนยถ่์วง คือ จุดรวมของแรงดึงดูดของโลก ท่ีกระท าวตัถุ เป็นท่ีรวมน ้ าหนกัของวตัถุทั้งกอ้น  จุด
ศูนยก์ลางมวล (Center of mass)   จุดศูนยก์ลางมวล คือ จุดรวมของมวลของวตัถุทั้งกอ้นวตัถุทุกช้ิน
ประกอบดว้ยอนุภาคจ านวนมาก 
       3.   จุดเซนทรอยด ์คือ จุดศูนยก์ลางของวตัถุท่ีพิจารณา เฉพาะรูปร่างทางเรขาคณิต  
 
สมรรถนะทีพ่งึประสงค์  ( ความรู้  ทกัษะ  คุณธรรม  จริยธรรม  จรรยาบรรณ  วชิาชีพ )  
       1. สามารถบอกประเภทของแรงกระจายไดอ้ยา่งถูกตอ้ง 
       2. อธิบายนิยามและสูตรของจุดศูนยถ่์วง จุดเซนทรอยด ์และจุดศูนยก์ลางมวลไดอ้ยา่งถูกตอ้ง 
       3. ค  านวณหาจุดศูนยก์ลางมวลของวตัถุประกอบรูปทรงต่างๆ ไดอ้ยา่งถูกตอ้ง 
       4. ค  านวณหาต าแหน่งเซนทรอยดข์องวตัถุไดอ้ยา่งถูกตอ้ง 
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เนือ้หาสาระ 

7.1 แรงกระจาย (Distributed Force) 
 ในการพิจารนาแรงในบทท่ีผา่นมา  มีการพิจารนาแรงท่ีกระท าเป็น (concentrated force or point load) 
ซ่ึงในความเป็นจริงแลว้แรงกระท าท่ีจุด ๆ เดียวไม่มี เพราะทุกแรงจะกระท าทัว่บริเวณหน่ึง ไม่วา่บริเวณนั้นจะ
เลก็แค่ไหนก็ตาม ในกรณีท่ีแรงกระท าทัว่บริเวณเลก็ ๆ เม่ือเทียบกบับริเวณนั้นทั้งหมดท่ีพิจารณา เช่น น ้ าหนกั
ของรถยนตท่ี์กระจายทัว่ตวัรถ อาจถือไดว้า่กดลงพ้ืนถนนโดยผา่นทางลอ้ทั้งส่ี เป็นจุด 4 จุด แต่ในกรณีท่ีแรง
กระจายทัว่บริเวณท่ีค่อนขา้งใหญ่ การพิจารณาเป็นแรงแบบจุดจะท าใหผ้ิดความจริงไป เช่น น ้ าหนกัของ
รถยนตห์ลายคนัท่ีจอดบริเวณลานจอดรถ ก็อาจจะพิจารณาเป็นน ้ าหนกัรวมของรถบนลานจอดรถ ก็อาจ
พิจารณาเป็นน ้ าหนกัรวมผา่นจุด ๆ หน่ึงได ้แต่ถา้ตอ้งการพิจารณาผลของน ้ าหนกัรถต่อพ้ืนลานจอดรถวา่จะโก่ง
ตวัมากนอ้ยเพียงใด และ ณ บริเวณใดจะรับแรงมากท่ีสุดจนเกิดรอยร้าวก็ตอ้งพิจารณาน ้ าหนกัรถทั้งหมด
กระจายทัว่บริเวณ 
ประเภทของแรงกระจาย 
 การพิจารณาแรงกระจาย จะพิจารณาจากความเขม้หรือความนอ้ยของแรง (intensity of force) ท่ี
กระจายทัว่บริเวณ ลกัษณะการกระจาย อาจกระจายสม ่าเสมอ  (uniformly distributed) หรือไม่สม ่าเสมอ (non-
uniformly distributed) โดยทัว่ไปการกระจายของแรงแบ่งออกเป็น 3 ประเภทดงัน้ี 
 1. การกระจายตามแนวเสน้  
(Line distribution) ลกัษณะของแรงท่ีกระจายตามแนวเสน้ เช่น น ้ าหนกัของคานท่ีกระจายตลอดความยาวของ
คาน มีหน่วยเป็นแรงต่อหน่ึงหน่วยความยาว เช่น 500 N/m 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1  การกระจายตามแนวเสน้ 
       
  2. การกระจายทัว่พ้ืนท่ี (Area distribution) หมายถึง แรงท่ีกระจายทัว่พ้ืนท่ีท่ีกระท า เช่น น ้ าหนกัของรถยนต์
บนลานจอดรถ มีหน่วยเป็นแรงตอ่หน่ึงหน่วยพ้ืนท่ี เช่น N/m2 หรือปอนดต์่อตารางน้ิวเป็นตน้ ดงัในรูปท่ี 6.2 
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                                                                    รูปท่ี 2  
 
       3. การกระจายทัว่ปริมาตร (Volume distribution) แรงท่ีกระจายทัว่บริเวณของวตัถุอาจเรียกอีกอยา่งหน่ึงวา่ 
แรงวตัถุ (body force) เช่น แรงดึงดูดของโลกท่ีมีต่อวตัถุ หรือน ้ าหนกัของวตัถุท่ีกระจายทัว่ปริมาตร (ซ่ึงเรียกวา่ 
specific weight) มีหน่วยเป็นแรงต่อหน่ึงหน่วยปริมาตร เช่น N/m3 หรือปอนดต์่อลูกบาศกน้ิ์ว เป็นตน้ ดงัรูปท่ี 
6.3  
                 
 
 
 
 
 
 

7.2 จุดศูนย์ถ่วง และจุดเซนทรอยด์ 
             แรงท่ีกระท าต่อวตัถุจะแผก่ระจายไปตามพ้ืนท่ี และปริมาตรของวตัถุนั้น โดยไม่ไดก้ระท าท่ีจุดใดจุด
หน่ึง วตัถุทุกช้ินประกอบดว้ยอนุภาคจ านวนมาก และ อนุภาคเหล่านั้นมีมวล และถูกดึงดูดดว้ยแรงดึงดูดของ
โลก แรงดึงดูดท่ีกระท าต่อวตัถุก็จะกระจายอยูท่ัว่ทุกอนุภาคของวตัถุเช่นกนั ในงานทางวศิวกรรมจ าเป็นตอ้งหา
จุดรวมวตัถุ  เพ่ือใชใ้นการออกแบบ ค านวณต่างๆ  
           
จุดศูนย์ถ่วง (Center of Gravity) 
อนุภาคเหล่านั้นต่างก็มีมวล และถูกดูดดว้ยแรงดูดของโลก แรงดึงดูดของโลกเหล่าน้ีต่างขนานกนั และเม่ือ
รวมเขา้ดว้ยกนัก็คือน ้ าหนกัของวตัถุทั้งกอ้น เพราะฉะนั้นจุดท่ีเป็นจุดรวมของน ้ าหนกั และจุดรวมของมวล จึง
เป็นจุดเดียวกนัก็ได ้
     ส าหรับจุดศูนยก์ลางมวลเราจะน ามาพิจารณาในกรณีปัญหาเก่ียวกบัการเคล่ือนท่ีของสสารภายใตอิ้ทธิผล
ของแรง(พลศาสตร์) 
      ต  าแหน่งของจุดศูนยถ่์วง และจุดศูนยก์ลางมวลจะรวมอยูท่ี่จุดเดียวกนัก็ต่อเม่ือ วตัถุมีน ้ าหนกัและอยูภ่ายใต้
แรงโนม้ถ่วงของโลกเท่านั้น เพราะวา่จุดศูนยก์ลางมวลจะไม่ข้ึนอยูก่บัความโนม้ถ่วง 
     การหาต าแหน่งจุดศูนยถ่์วง และจุดศูนยก์ลางมวล 
สามารถท าได ้โดยการน าวตัถุรูปทรงสามมิติ มาแขวนท่ีจุด A , B , C ตามล าดบัแนวจุดตดัของเสน้เชือก ของทั้ง
สามจุดจะเป็นจุดศูนยก์ลางมวลของวตัถุ และยงัมีวธีิอ่ืนอีก เช่นการร้อยเขม็กบักระดาษ แลว้ปล่อยใหต้กลงสู่
พ้ืนดิน 

รูปท่ี  3  แรงกระจายทัว่ปริมาตร 

น า้หนกั 500 N 3/N m 
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รูปท่ี 4 แสดงการหาจุดศูนยถ่์วงและจุดศูนยก์ลางของมวล 
        การหาต าแหน่งจุดศูนยถ่์วง(CG)  โดยวธีิทางคณิตศาสตร์ท าไดด้งัต่อไปน้ี  พิจารณารูปต่อไปน้ี 
        รูปท่ี 6.5 การหาต าแหน่งของจุดศูนยถ่์วง 
                   dww  

           เม่ือ   w      =    แรงลพัธ์เน่ืองจากแรงโนม้ถ่วงของโลก 
          dw   =    แรงโนม้ถ่วงท่ีกระท าท่ีจุด CG 

   จากรูป   หาต าแหน่งจุดศูนยถ่์วงจาก 
                   dww  

      
คิดโมเมนตร์อบแกน y  จะไดว้า่ 
 
 
 
 
 
 
 
             
       ท านองเดียวกนัได ้

         
m

zdm
z;

m

ydm
y


   

 
 
 
ในการท่ีตอ้งการหาจุดศูนยถ่์วง ของวตัถุท่ีมีรูปร่าง ท่ีใชใ้นงานวศิวกรรมส่วนมากเป็นรูปทรงทางเรขาคณิต 
และนอกจากน้ีเรายงัหาจุดศูนยถ่์วงของพ้ืนท่ีระนาบเดียว แสดงไวใ้นรูปท่ี 6.4 
การหาจุด CG ของพ้ืนท่ีผูส้อนตอ้งแสดงหาต าแหน่งดว้ย โดยการลากเสน้ทแยงมุม 
จุดเซนทรอยด ์(Centroid) 
จุดเซนทรอยด ์คือ จุดศูนยก์ลางของวตัถุท่ีพิจารณา เฉพาะรูปร่างทางเรขาคณิตเท่านั้น เราสามารถพิจารณา
ช้ินส่วนได ้3 ลกัษณะ ดงัน้ี 

A 

B 

C 

CG 

A 
B 

C CG 

โดย 

m

xdm

mg

xdmg
x

gdmdw;mgw

w

xdw
x

xdwxw





















282 
 

           ปริมาตร (Volume)    ถา้วตัถุถูกแบ่งเป็นส่วนท่ีมีปริมาตร dv ต าแหน่งเซนทรอยด ์  z,y,xc  l
ส าหรับปริมาตรของวตัถุหาโดยค านวณโมเมนตข์องช้ินส่วนรอบแกนอา้งอิง 

dv

dvz

z;

dv

dvy

y;

dv

dvx

x v

v

v

v

v










  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                              รูปท่ี 5 เซนทรอยดป์ริมาตร 
พ้ืนท่ี  Area   เซนทรอยดข์องพ้ืนท่ี ผิวของวตัถุ เช่นแผน่ยาง หรือโคง้แบบเปลือกยาง ดงัรูปท่ี 4 หรือพ้ืนท่ี
รูปตวัที ของเหลก็สามารถหาได ้โดยการแบ่งพ้ืนท่ี เป็นช้ินส่วนเลก็ๆ  dA  และหาโมเมนตข์องพ้ืนท่ี รอบ
แกนอา้งอิง 
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รูปท่ี 6  เซนทรอยดพ์ื้นท่ี 
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เสน้  Line  ถา้รูปร่างเรขาคณิตของวตัถุ เช่นแท่งบาง หรือเสน้ลวด เสน้เชือก ท่ีมีรูปร่างแนวเสน้ การหาเซน
ทรอยด ์ท าไดด้งัน้ี 
 
สมการ 














L

L

L

L

L

L

dL

dLz

z;

dL

dLy

y;

dL

dLx

x  

         ส าหรับจุดเซนทรอยดข์องวตัถุ หรือรูปทรงโดยการอินทิเกรต มีดงัน้ี  
ช้ินส่วนเลก็ๆ (Differential Element) 
  โดยระบุแกนอา้งอิง และเลือกช้ินส่วนเลก็ๆ ใหเ้หมาะสม แลว้เขียนแสดงลงไปเป็นแถบเลก็ๆ (Trap) เสน้แทน
ดว้ย ,dL พ้ืนท่ีแทนดว้ย ,dA   ปริมาตรแทนดว้ย dv  
ขนาดและแขนโมเมนต ์(Size and Moment Arms) 
     แสดง ความยาว ,dL พ้ืนท่ี ,dA  ปริมาตร dv  หาพิกดัหรือแขนโมเมนต ์   
การอินทิเกรต(Integration) 
   แทนค่าลงในสมการของเสน้ พ้ืนท่ี และปริมาตร ใชก้ารอินทิเกรต จ ากดัขอบเขต หาค่าค านวณตลอดเสน้ 
พ้ืนท่ีและปริมาตร โดยใหค้รอบคลุมขอบเขตทั้งช้ินส่วนเลก็ๆ และช้ินส่วนทั้งหมด 
      * หมายเหตุ   การอินทิเกรตจะใชใ้นกรณีท่ี รูปร่างรูปทรงถูกก าหนดดว้ยสมการตวัแปรไม่ทราบค่าของมิติ
ต่างๆ 
 
 
 
 
 
 

CG 

y
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x

z
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x 

z 

y 

dL 

รูปท่ี 7  เซนทรอยด์เส้น 

zy,x และ 
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ตวัอย่างที ่1  จงหาต าแหน่งเซนทรอยดข์องพ้ืนท่ีดงัรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า  

- ช้ินส่วนเลก็ๆ มีความหนา dx ช้ินส่วนตดัรูปโคง้ท่ีจุดก าหนด(x , y) และมีความสูง y 
-  พ้ืนท่ีและแขนโมเมนต ์ ydxdA  และต าแหน่ง  
 
    
-  การอินทิเกรต ท าการอินทิเกรตเทียบ x 

                      

1 1
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0 0
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จุดศูนย์กลางมวลของรูปทรงประกอบ 
                ถา้รูปทรงของวตัถุรูปใด ๆ สามารถแบ่งออกเป็นช้ินส่วนยอ่ย ๆ ท่ีมีรูปทรงเด่ียว  อาทิ  รูปทรง
ส่ีเหล่ียมคางหมู  สามารถแบ่งออกเป็นช้ินส่วนยอ่ย ๆ ได ้ 2  รูป  คือ  รูปสามเหล่ียมและรูปส่ีเหล่ียม  อยา่งน้ีถือ
วา่รูปทรงส่ีเหล่ียมคางหมูเป็นตวัอยา่งของรูปผสม 
 
การค านวณหาต าแหน่งจุดเซนทรอยดข์องรูปผสม  สามารถน าทฤษฎีของโมเมนตม์าปฏิบติัไดด้งัน้ี 
 วตัถุ  A  ประกอบดว้ยวตัถุ  B , C , D ,  มีมวล  DCB M,M,M และต าแหน่งของเซนทรอยดท่ี์  GB , 
GC  และ  GD  สามารถหาต าแหน่งเซนทรอยดข์องวตัถุ A  ไดโ้ดย  
 
  DDCCBBDCB xMxMxMxMMM   
                         

         
 DCB

DDCCBB
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xMxMxM
x




  

                             
ในท านองเดียวกนั 

         
 DCB

DDCCBB
A

MMM

yMyMyM
y




  

  

สรุปความสัมพนัธ์ได้ 
จุดศูนยก์ลางมวล 

           
i

ii

m

xm
x




  ,       

i

ii

m

ym
y




  ,   

   
i

ii

m

zm
z




  

สตูร 



286 
 

จุดเซนทรอยดข์องเสน้ 
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ตวัอย่างที ่2.   จงหา y coordinate ของจุดเซนทรอยดข์องพ้ืนท่ีสามเหล่ียม 
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วธีิท า 
แบ่งพ้ืนท่ีสามเหล่ียมออกเป็นสามเหล่ียมยอ่ย  2  รูป 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ตวัอย่างที ่ 3.   จงหา y coordinate   ของจุดเซน 
ทรอยดข์องพ้ืนท่ีดงัรูป 
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วธีิท า 
       พ้ืนท่ีดงัรูปประกอบข้ึนดว้ยพ้ืนท่ีสามเหล่ียมเตม็ตดัออกดว้ยพ้ืนท่ีวงกลม  
                รูปสามเหล่ียมเตม็ 

   2
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1
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ตวัอย่างที ่4.    จงหา  y – coordinate  ของจุดเซน 

ทรอยดข์องพ้ืนท่ีดงัรูป  
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วธีิท า 
                     เขียน  F.B.D. ได ้     

 

 

พจิารณาแยกรูปออกเป็น  2  รูป  แล้วใช้สมการ 
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กจิกรรมการเรียนการสอน 

ขั้นตอนการสอนหรือกจิกรรมของครู 
ทดสอบ 
       1. ใหผู้เ้รียนท าแบบทดสอบเร่ืองแรงเสียดทานบนสกรู(Frictional forces on Screws) ( 30 นาที ) 
       2.  ผูส้อนเฉลยแบบทดสอบ ( 10 นาที ) 
 
ขั้นน า 
       1. ผูส้อนพดูถึงหวัขอ้ในการสอนเร่ือง แรงกระจาย  จุดศูนยถ่์วงและ  จุดศูนยก์ลางมวล  จุดศูนยถ่์วง
จุดเซนทรอยด ์จุดศูนยก์ลางมวลของรูปทรงประกอบ ( 10 นาที ) 
 
 ขั้นสอน 
       1.  สอนแบบบรรยายในหน่วยท่ี  7 ( ในหวัขอ้ยอ่ย  1 , 2 , 3)  ( 70 นาที ) 
       2.  สอนสาธิตหลกัการค านวณตวัอยา่งท่ี 1 , 2 ,3  ( 20 นาที ) 
       3.  ใหน้กัเรียนท าแบบฝึกหดัและเปิดโอกาสใหผู้เ้รียนเรียนถาม ( 25 นาที ) 
       4.  เฉลยแบบฝึกหดั ( 10 นาที ) 
 
ขั้นสรุป 
      1.   สรุปเน้ือใหผู้เ้รียนฟัง ( 10 นาที )    
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งานทีม่อบหมายหรือกจิกรรม             
           1.  ใหศึ้กษาเอกสารประกอบการเรียนตามหวัขอ้ 1 และท ารายงานส่ง 
           2.  ใหท้ าแบบฝึกหดั 
 
ส่ือการเรียนการสอน 
          1. เอกสารประกอบการสอนเน้ือหาขอ้ยอ่ย 1  
          2. แผน่ใสเน้ือหาขอ้ยอ่ย 1  
 
การวดัผลและประเมนิผล 
         1. สงัเกตความสนใจผูเ้รียน 
         2. ความรับผิดชอบต่องานท่ีมอบหมาย 

 3. การใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรมระหวา่งเรียน 
         4. ท าแบบทดสอบ 
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แบบฝึกหดั 

 
     1. จงบอกประเภทของแรงกระจายมีก่ีประเภทอะไรบา้ง 
     2. จงอธิบายนิยามและสูตรของจุดศูนยถ่์วง จุดเซนทรอยด ์และจุดศูนยก์ลางมวล 
     3. จงหา y coordinate   ของจุดเซนทรอยดข์องพ้ืนท่ีดงัรูป 
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เฉลยแบบฝึกหัด 

 
1.  จงบอกประเภทของแรงกระจายมีก่ีประเภทอะไรบา้ง 
        การกระจายของแรงแบ่งออกเป็น 3 ประเภทดงัน้ี 
 1. การกระจายตามแนวเสน้  ลกัษณะของแรงท่ีกระจายตามแนวเสน้ เช่น น ้ าหนกัของคานท่ีกระจาย
ตลอดความยาวของคาน มีหน่วยเป็นแรงต่อหน่ึงหน่วยความยาว เช่น 500 N/m 
              2. การกระจายทัว่พ้ืนท่ี (Area distribution) หมายถึง แรงท่ีกระจายทัว่พ้ืนท่ีท่ีกระท า เช่น น ้ าหนกัของ
รถยนตบ์นลานจอดรถ มีหน่วยเป็นแรงต่อหน่ึงหน่วยพ้ืนท่ี เช่น N/m2 หรือปอนดต์่อตารางน้ิวเป็นตน้  
 
2. จงอธิบายนิยามและสูตรของจุดศูนยถ่์วง จุดเซนทรอยด ์และจุดศูนยก์ลางมวล 
      จุดศูนย์กลางมวล คือจุดศูนยร์วมรวมดึงดูดของโลกท่ีกระท าตอ่วตัถุ 
                         dww  

       จุดเซนทรอยด ์คือ คือจุดศูนยก์ลางของรูปทรงในกรณีท่ีวตัถุมีความหนาแน่นมวลเท่ากนัในทุกๆส่วนของวตัถุ 
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 3. จงหา y coordinate   ของจุดเซนทรอยดข์องพ้ืนท่ีดงัรูป 
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วธีิท า 
       พ้ืนท่ีดงัรูปประกอบข้ึนดว้ยพ้ืนท่ีสามเหล่ียมเตม็ตดัออกดว้ยพ้ืนท่ีวงกลม  
                รูปสามเหล่ียมเตม็ 

   2

1 mm270001800300
2

1
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  mm60180
3

1
y1   (180)  

  
รูปวงกลม 
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แบบทดสอบสัปดาห์ที ่16 

 
1. จงบอกประเภทของแรงกระจายมีก่ีประเภทอะไรบา้ง 
     2. จงอธิบายนิยามและสูตรของจุดศูนยถ่์วง จุดเซนทรอยด ์และจุดศูนยก์ลางมวล 
     3. จงหา y coordinate   ของจุดเซนทรอยดข์องพ้ืนท่ีดงัรูป 
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เฉลยแบบทดสอบสัปดาห์ที ่16 

1.  จงบอกประเภทของแรงกระจายมีก่ีประเภทอะไรบา้ง 
        การกระจายของแรงแบ่งออกเป็น 3 ประเภทดงัน้ี 
 1. การกระจายตามแนวเสน้  ลกัษณะของแรงท่ีกระจายตามแนวเสน้ เช่น น ้ าหนกัของคานท่ีกระจาย
ตลอดความยาวของคาน มีหน่วยเป็นแรงต่อหน่ึงหน่วยความยาว เช่น 500 N/m 
              2. การกระจายทัว่พ้ืนท่ี (Area distribution) หมายถึง แรงท่ีกระจายทัว่พ้ืนท่ีท่ีกระท า เช่น น ้ าหนกัของ
รถยนตบ์นลานจอดรถ มีหน่วยเป็นแรงต่อหน่ึงหน่วยพ้ืนท่ี เช่น N/m2 หรือปอนดต์่อตารางน้ิวเป็นตน้  
 
2. จงอธิบายนิยามและสูตรของจุดศูนยถ่์วง จุดเซนทรอยด ์และจุดศูนยก์ลางมวล 
      จุดศูนย์กลางมวล คือจุดศูนยร์วมรวมดึงดูดของโลกท่ีกระท าตอ่วตัถุ 
                         dww  

       จุดเซนทรอยด ์คือ คือจุดศูนยก์ลางของรูปทรงในกรณีท่ีวตัถุมีความหนาแน่นมวลเท่ากนัในทุกๆส่วนของวตัถุ 
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 3. จงหา y coordinate   ของจุดเซนทรอยดข์องพ้ืนท่ีดงัรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า 
       พ้ืนท่ีดงัรูปประกอบข้ึนดว้ยพ้ืนท่ีสามเหล่ียมเตม็ตดัออกดว้ยพ้ืนท่ีวงกลม  
                รูปสามเหล่ียมเตม็ 
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รูปวงกลม 
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บันทกึหลงัการสอน 
ผลการใช้แผนการสอน
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ผลการเรียนของนกัเรียน
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ผลการสอนของครู..................................................................................................................................................................... 
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