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แผนการจัดการเรียนรู้ หน่วยที ่7 
ช่ือวชิา กลศาสตร์วศิวกรรม 1. สอนคร้ังที่  17 
ช่ือหน่วย  แรงกระจาย ( ต่อ ) จ านวน 3 ช่ัวโมง  

หัวเร่ือง 
      7.4  โมเมนตค์วามเฉ่ือยพื้นท่ี 
      7.5  รัศมีไจเรชัน่ 
 
สาระส าคัญ 
      1.  โมเมนตค์วามเฉ่ือยพื้นท่ีคือโมเมนตข์องความเฉ่ือยของมวล (Mass moment of inertia or 
moment of inertia of mass) ซ่ึงก็เป็นปริมาณท่ีใชใ้นการวดัความตา้นทานเฉ่ือย อนัเน่ืองจากการ
หมุนของวตัถุมวล ดว้ยความเร่งเชิงมุม 
      2.  รัศมีไจเรชัน่คือการน าเอาค่าคงท่ี 2 ค่า ของแต่ละหนา้ตดัคือค่า l และ A มาหารแลว้หาราก

ท่ีสองจะไดค้่าท่ีมีมิติท่ีเป็นความยาวท่ีคงท่ีเขียนเป็นสมการไดด้งัน้ี 
A

I
r x

x   

     3.  ทฤษฎีแกนขนาน คือค่าโมเมนต์ความเฉ่ือยจะข้ึนอยู่กับแกนอ้างอิง  ดังนั้นค่าโมเมนต์
ความเฉ่ือยของพื้นท่ีเดียวกนัรอบแกนอา้งอิงท่ีต่างกนัจะมีค่าไม่เท่ากนั แต่ค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือย
รอบแกนท่ีผา่นจุดเซนทรอยดข์องพื้นท่ี (ซ่ึงเป็นค่าคงท่ี) จะเป็นค่าคงท่ี 
 
สมรรถนะทีพ่งึประสงค์  ( ความรู้  ทกัษะ  คุณธรรม  จริยธรรม  จรรยาบรรณ  วชิาชีพ )  
      1. ผูเ้รียนสามารถค านวณหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยของพื้นท่ีไดอ้ยา่งถูกตอ้ง 
      2. ผูเ้รียนสามารถค านวณหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยเชิงขั้วของพื้นท่ีไดอ้ยา่งถูกตอ้ง  
      3. ผูเ้รียนสามารถค านวณหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยของพื้นท่ีโดยใชท้ฤษฎีแกนขนานได้
อยา่งถูกตอ้ง 
      4. ผูเ้รียนสามารถค านวณหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยของรูปผสมไดอ้ยา่งถูกตอ้ง 
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เนือ้หาสาระ 

7.4 โมเมนต์ความเฉ่ือยของพืน้ที ่  (Moments of Inertia of Area) 
 ในการศึกษาวิชากลศาสตร์วิศวกรรม ตลอดจนวิชากลศาสตร์วสัดุหรือก าลงัวสัดุ ขนาด
และรูปร่างของหนา้ตดัมีความส าคญัต่อการค านวณอยา่งยิ่ง นอกจากขนาดของพื้นท่ีหนา้ตดัแลว้
คุณสมบติัอ่ืน ๆ ของพื้นท่ี เช่น จุดเซนทรอยด์ โมเมนต์ของพื้นท่ี โมเมนต์ของความเฉ่ือยของ
พื้นท่ี รัศมีไจเรชัน่ลว้นเป็นค่าคงท่ีท่ีตอ้งใช้ในการค านวณค่าแรงเคน้ดดั แรงเคน้เฉือน และการ
โก่งของโครงสร้างทั้งส้ิน 
         โดยทัว่ไปค าวา่ “โมเมนตข์องความเฉ่ือย” มกัจะหมายถึง “โมเมนตข์องความเฉ่ือยของ
มวล” (Mass moment of inertia or moment of inertia of mass) ซ่ึงก็คือปริมาณท่ีใชใ้นการวดั
ความตา้นทานเฉ่ือย อนัเน่ืองจากการหมุนของวตัถุมวล dm ดว้ยความเร่งเชิงมุม 
 
 
คงท่ี   รัศมีของการหมุน r  
 ดงันั้น แรงบนวตัถุทั้งกอ้น 
    a,(rαrα)admF ความเร่ง 
โมเมนตข์องวตัถุรอบแกนหมุน 
  r(rα(rαFrM  

              
m

dmr 2  

 ค่า 
m

2dmr  เรียกวา่ “โมเมนตข์องความเฉ่ือยของมวล” 

 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี 1  
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1.โมเมนต์ของความเฉ่ือยของพืน้ที่ (Moment of inertia of area)  
 ปัญหาทางวิศวกรรมมกัจะเก่ียวขอ้งกบัท่อนวสัดุหรือคานท่ีท าด้วยวสัดุอย่างเดียวกนั
หรือมีคุณสมบติัสม ่าเสมอตลอด (Homogeneous) มีพื้นท่ีหน้าตดัความยาวสม ่าเสมอตลอดความ
ยาว ดงันั้นค่า 

A

2dAr  หรือ 
A

2dAx  ซ่ึงมีรูปแบบคลา้ยกบั 
m

2dmr  จึงถูกเรียกวา่ “โมเมนตข์อง

ความเฉ่ือยของพื้นท่ี” (Moment of inertia of area or area moment of inertia)  
 เราเรียกค่า 

A

2dAx  อีกช่ือหน่ึงวา่ “โมเมนตท่ี์สองของพื้นท่ี” (Second moment of area) 

เพื่อความสะดวกในบทน้ีจะใชค้  าวา่ “โมเมนตข์องความเฉ่ือย”  
 
แทนค าว่า “โมเมนต์ของความเฉ่ือยของพื้นท่ี” หรือ “โมเมนต์ท่ีสองของพื้นท่ี” ในกรณีท่ีไม่
ตอ้งการให้เกิดความสับสน ควรจะตอ้งระบุใหช้ดัเจนวา่เป็นโมเมนตข์องความเฉ่ือยของ “พื้นท่ี” 
หรือ “ของมวล”  

จากรูปท่ี 6.9  
โมเมนตข์องความเฉ่ือยของพื้นท่ี A รอบแกน x คือ 

 
A

2

x dAyI     .................... (6.1) 

 โมเมนตข์องความเฉ่ือยของพื้นท่ี A รอบแกน y คือ 
 

A

2

y dAxI     .................... (6.1) 

 
 โมเมนต์ของความเฉ่ือยเชิงขั้วของพืน้ที ่(Polar moment of inertia of area)  
 ในกรณีท่ีค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยรอบแกนท่ีตั้งฉากกบัพื้นท่ี เช่น รอบแกน z ท่ีผา่นจุด 
o ในรูปท่ี 6.1 เรียกวา่ “โมเมนตข์องความเฉ่ือยของพื้นท่ี )(Jo ” 
      

A

2

o dArJ    ................... (6.2) 

จะเห็นวา่  
A

22

A

2

o )dAy(xdArJ  

         xy II                 ................ (6.3) 
นัน่คือ โมเมนตข์องความเฉ่ือยเชิงขั้ว  = ผลบวกของโมเมนตค์วามเฉ่ือยรอบแกนฉาก (x และ y) 
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7.5  รัศมีไจเรช่ัน (Radius of gyration) 
 ในการเปรียบเทียบหนา้ตดัรูปร่างต่าง ๆ ของท่อนวสัดุ นอกจากจะเปรียบเทียบขนาด
ของพื้นท่ีแลว้เราอาจเปรียบเทียบมิติทางดา้นขา้งของพื้นท่ีท่ีเหมือนกนั เช่น ความกวา้ง ความยาว 
หรือ รัศมีของวงกลม เป็นตน้ แต่ในกรณีท่ีจะเปรียบเทียบสองหนา้ตดัท่ีไม่เหมือนกนั 
เช่น รูปสามเหล่ียมและรูปหลายเหล่ียม เราไม่สามารถเปรียบเทียบมิติดา้นขา้งท่ีเหมือนกนัหรือ
ใกลเ้คียงกนัได ้เพื่อใหส้ามารถเปรียบเทียบกนัไดจ้  าเป็นตอ้งเปรียบเทียบคุณสมบติัท่ีคงท่ีของทั้ง
สองหนา้ตดั 
 ในท่ีน้ีถา้น าเอาค่าคงท่ี 2 ค่า ของแต่ละหนา้ตดัคือค่า I และ A มาหารแลว้หารากท่ีสองจะ
ไดค้่าท่ีมีมิติท่ีเป็นความยาวท่ีคงท่ี เรียกวา่ “รัศมีไจเรชัน่” (radius of gyration) ดงัน้ี 

รัศมีไจเรชัน่ของพื้นท่ี A รอบแกน x คือ   
A

I
r x

x  รัศมีไจเรชัน่ของพื้นท่ี A รอบแกน y คือ   

A

I
r

y

y  รัศมีไจเรชัน่ของพื้นท่ี A รอบแกน z (ซ่ึงตั้งฉากกบัพื้นท่ี) คือ       

2

y

2

x

o

z rr
A

J
r                   .................... (6.4)   

 ค่ารัศมีไจเรชัน่ของพื้นท่ีน้ี สามารถน าไปใชเ้ปรียบเทียบมิติดา้นขา้งของพื้นท่ีท่ีมีรูปร่าง
ไม่เหมือนกนั เช่น ในการพิจารณาเสาสั้น-เสายาว ในวชิากลศาสตร์วสัดุหรืก าลงัวสัดุเป็นตน้ 
 
 
 
 
 
ตัวอย่างที ่6.5 จงหาค่า yxyx r,r,I,I และ oJ  ของพื้นท่ีหนา้ตดัรูปส่ีเหล่ียมผนืผา้ ดงัรูป 
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วธีิท า แบ่งพื้นท่ีเดิมออกเป็นพื้นท่ียอ่ย dA  ท่ีหนา dy  กวา้ง b แลว้อินทิเกรต 

  bdydA   

 
2

h

2

h

3

A

2

cx
3

by
(bdy)yI







   

 
12

bh
I

3

x   

 
12

h

bh

12

bh

A

I
r

3

x
x   

 ในท านองเดียวกนั ถา้แบ่งพื้นท่ียอ่ยท่ีหนา dxกวา้ง h ก็จะได ้

 
12

hb
I

3

y   และ 
12

b
ry   

 จากสมการ (5.3) ก็จะได ้ 

 
)b(h

12

A
)b(h

12

bh

12

hb

12

bh
IIJ

2223

33

yxo




 

 
ตัวอย่างที ่6.6 จงหาค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยรอบฐานของรูปสามเหล่ียม 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า แบ่งรูปสามเหล่ียมออกเป็นรูปยอ่ย dA ท่ีหนา dy กวา้ง x  ดงัรูป  

dy
h

y)b(h
xdydA


  






h

0

2

A

2

cx dy
h

y)b(h
ydAyI  

        


















4

h

3

h

h

b

4

y

3

hy

h

b 44
h

0

43

 

        
12

bh 3

  
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ตัวอย่างที่ 6.7 จงหาค่า  yxyx r,r,I,I และ oJ  ของรูปวงกลมท่ีมีเส้นผ่าศูนยก์ลาง d ( = 
2R) 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า แบ่งรูปวงกลมออกเป็นรูปยอ่ยท่ีเป็นวงแหวนหนา dr  รัศมี r  ห่างจากจุดศูนยก์ลางดงัรูป 
 พื้นท่ีของรูปวงแหวนคือ drr2πdA   

   
2

d

0

42

d

0

3

A

2

o
2

rπ
drr2πdArJ 




   

   
32

dπ
J

4

o     หรือ   
2

rπ 4

 

เน่ืองจากวงกลมมีลกัษณะสมมาตรรอบแกน x และ y ท่ีผา่นจุดศูนยก์ลาง o 
 yx II   
แต่ (จากสมการ(6.3)) 
                 yxo IIJ   

 
64

dπ

2

J
II

4

o
yx   หรือ 

4

rπ 4

 

รัศมีไจเรชัน่ 
2

4

x
yx

d
4

π
64

dπ

A

I
rr   

          
4

d
  หรือ 

2

r  
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4. ทฤษฎแีกนขนาน (Parallel – Axis Theorem)  
 ค่าโมเมนต์ความเฉ่ือยจะข้ึนอยู่กบัแกนอา้งอิง  ดงันั้นค่าโมเมนต์ความเฉ่ือยของพื้นท่ี
เดียวกนัรอบแกนอา้งอิงท่ีต่างกนัจะมีค่าไม่เท่ากนั แต่ค่าโมเมนต์ความเฉ่ือยรอบแกนท่ีผ่านจุด
เซนทรอยด์ของพื้นท่ี (ซ่ึงเป็นค่าคงท่ี) จะเป็นค่าคงท่ี ในทางปฏิบติัเรามกัจะหาค่าโมเมนต์ของ
ความเฉ่ือย ของพื้นท่ีรอบแกนใด ๆ ท่ีขนานกบัแกนท่ีผ่านจุดเซนทรอยด์ โดยใช้ “ทฤษฎีแกน
ขนาน” (Parallel – Axis Theorem) หรือ “ทฤษฎีการยา้ยแกน” (Transfer Theorem) 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 6.2 
 ลองพิจารณาพื้นท่ี A ในรูปท่ี 6.2 ซ่ึงมีจุดเซนทรอยด์อยูท่ี่ C และ oycxc J,I,I  เป็นค่า
โมเมนตข์องความเฉ่ือยของพื้นท่ี A รอบแกน x , y และ z ท่ีผา่นจุดเซนทรอยดต์ามล าดบั 
สมมติวา่เราตอ้งการหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยของพื้นท่ีรอบแกน y,x   และ z ซ่ึงขนานกบั
แกน x , y และ z และมีระยะห่าง 21 d,d  และ ρ  ตามล าดบั 
 

  

A A

2

1

2

x dA)d(ydA)y(I  

          
A

2

1

A A

1

2 dAdydA2ddAy  

เน่ืองจากแกน x ผา่นจุดเซนทรอยด ์C  
0ydA

A

   

และ cx

A

22

1

A

2

1 IdAy,AddAd    

            2

1cxx AdII     ................. (6.5) 
ในท านองเดียวกนัจะพิสูจน์ไดว้า่ 
 2

2ycy AdII               ...................... (6.6) 
และ yxo IIJ    
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                        )dA(dII 2

2

2

1yx   .................. (6.7) 
 แสดงวา่ “โมเมนตข์องความเฉ่ือยของพื้นท่ีรอบแกนใด ๆ มีค่าเท่ากบัโมเมนตข์องความ
เฉ่ือยรอบแกนท่ีผ่านจุดเซนทรอยด์ท่ีขนานกัน บวกกับผลคูณของพื้นท่ีและก าลังสองของ
ระยะทางระหวา่งแกนทั้งสองนั้น” 
 
5. โมเมนต์ของของความเฉ่ือยของรูปผสม (Moment of inertia of composite areas)  
 ส าหรับพื้นท่ีรูปผสมซ่ึงประกอบข้ึนดว้ย พื้นท่ียอ่ยหลายรูปท่ีมีรูปทรงเรขาคณิตแตกต่าง
กนั การหาโมเมนตค์วามเฉ่ือยของรูปทรงผสม จะหาไดโ้ดยทฤษฎีแกนขนาน หาค่าโมเมนตข์อง
ความเฉ่ือยของแต่พื้นท่ียอ่ยรอบแกนท่ีผา่นจุดเซนทรอยด์ของพื้นท่ีนั้น ซ่ึงเป็นค่าคงท่ีหาไวแ้ลว้
เป็นสูตรมาตรฐานดงัแสดงไวใ้นตารางของภาคผนวก แลว้ยา้ยแกนมายงัแกนดงัเดียวกนั และน า
ค่าเหล่าน้ีมาบวกกนั (หรือลบกนัในกรณีท่ีเป็นรูปยอ่ยท่ีตอ้งตดัออกหรือเจาะรู) เป็นค่าโมเมนต์
ของความเฉ่ือยของรูปผสมรอบแกนท่ีตอ้งการ 
 

ดงันั้น i

n

1i

2

1xcx )Ad(II 


   

 i

n

1i

2

2ycy )Ad(II 


   

 i

n

1i

2

co )Aρ(JJ 


  

ตัวอย่างที่ 1. จงหาโมเมนต์ความเฉ่ือยของพื้นท่ีรูปส่ีเหล่ียมผืนผา้ในตวัอย่างท่ี 6.1 รอบแกน 
y,x   และ z  
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วธีิท า จากตวัอยา่งท่ี 6.1  
12

hb
I,

12

bh
I

3

yc

2

xc   

และ    )h(b
12

bh
J 22

c   

แทนค่าในสมการ (6.5) จะได ้
 2

1xcx dAII   

         
23

2

h
(bh)

12

bh








  

         
4

bh

12

bh 33

  

 
3

bh
I

3

x   

ในท านองเดียวกนั  
3

hb
I

3

y 
 

และ 2

co AρJJ   

                       






























22

22

2

h

2

b
(bh))h(b

12

bh  

                )h(b
3

bh
J 22

o   

 
ตัวอย่างที่ 2.  จงหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยของพื้นท่ีรูปสามเหล่ียมในตวัอยา่งท่ี 6.2 รอบแกน 
x ท่ีผา่นจุด C   

 
วิธีท า จากตวัอย่างท่ี 6.2 ค่า xI  ซ่ึงในท่ีน้ี
คือ xI   รอบแกนท่ีผา่นฐานสามเหล่ียม คือ 

  
12

bh
I

3

x   

จากสมการ (6.5) 2

1xcx AdII   
 

 
2

xc

3

3

h
bh

2

1
I

12

bh
















  

  
18

bh

12

bh
I

33

xc   

  
36

bh
I

3

xc   

 
 

ตัวอย่างที ่3.  จงหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือย
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ของพื้นท่ีในรูปรอบแกน x และ y ท่ีผา่นจุดเซนทรอยดข์องมนัเอง 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า แบ่งพื้นท่ียอ่ย คือ ส่ีเหล่ียมผนืผา้ – วงกลม แลว้หาจุดเซนทรอยดข์องรูปผสมแลว้หาจุด
เซนทรอยดข์องรูปผสมซ่ึงหาไดจ้ากสมการ 

 
21

2211

AA

xAxA

A

Ax
x







           






















2

2

(40)
4

π
120)(120

(30)(40)
4

π
120)(60)(120

                     mm9.62
3.1314

8263
  

โดยลกัษณะสมมาตรของรูป  mmxy 9.62  
 ใชท้ฤษฎีแกนขนานหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยของแต่ละรูปยอ่ยรอบแกน x และ y ท่ี
ผา่นจุดเซนทรอยดข์องรูปผสมดงัน้ี 
รูปส่ีเหล่ียมผนืผา้  
       2

1xcx AdII   
23 60)(62.9(120)(120)(120)(120)

12

1
  

             )0.121(10)17.28(10 66   
             46 mm1017.4  
รูปวงกลม 

        224

x 30)(62.9(40)
4

π
(40)

12

π
I 








                

 )1.360(10)0.127(10 66   
             46 mm101.487  

xI  ของรูปผสม  )1.487(10)17.4(10 66                                
46 mm1015.91  

โดยลกัษณะสมมาตรของรูป      46

xy mm1015.69II   
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กจิกรรมการเรียนการสอน 

ขั้นตอนการสอนหรือกจิกรรมของครู 
ทดสอบ 
       1. ใหผู้เ้รียนท าแบบทดสอบเร่ือง  แรงกระจาย     จุดศูนยถ่์วงและ  จุดศูนยก์ลางมวล  
จุดศูนยถ่์วงจุดเซนทรอยด ์จุดศูนยก์ลางมวลของรูปทรงประกอบ ( 30 นาที ) 
       2.  ผูส้อนเฉลยแบบทดสอบ ( 10 นาที ) 
 
ขั้นน า 
      1. ผูส้อนพดูถึงเน้ือหาเร่ือง โมเมนตค์วามเฉ่ือยพื้นท่ี   รัศมีไจเรชัน่ ( 10 นาที ) 
 
 ขั้นสอน 
      1.  สอนแบบบรรยายในหน่วยท่ี  7 ( ในหวัขอ้ยอ่ย  1 ,2 ,3) ( 70 นาที ) 
      2.  สอนสาธิตหลกัการค านวณตวัอยา่งท่ี 1 , 2 ,3  ( 20 นาที ) 
      3.  ใหน้กัเรียนท าแบบฝึกหดัและเปิดโอกาสใหผู้เ้รียนเรียนถาม ( 25 นาที ) 
      4.  เฉลยแบบฝึกหดั ( 10 นาที ) 
 
ข้ันสรุป 
      1.   สรุปเน้ือใหผู้เ้รียนฟัง ( 10 นาที )    
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งานทีม่อบหมายหรือกจิกรรม             
             1.  ใหศึ้กษาเอกสารประกอบการเรียนตามหวัขอ้ 1 และท ารายงานส่ง 
             2.  ใหท้  าแบบฝึกหดั 
 
ส่ือการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนเน้ือหาขอ้ยอ่ย 1  
2. แผน่ใสเน้ือหาขอ้ยอ่ย 1  

 
การวดัผลและประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจผูเ้รียน 
2. ความรับผดิชอบต่องานท่ีมอบหมาย 

       3. การใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรมระหวา่งเรียน 
              4. ท าแบบทดสอบ 
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แบบฝึกหัด 
 

1. จงหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยของพื้นท่ีในรูปผสมรอบแกน x 
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เฉลยแบบฝึกหัด 
1. จงหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยของพื้นท่ีในรูปผสมรอบแกน x 
 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า แบ่งพื้นท่ียอ่ยออกเป็นสองส่วนคือ แผน่ส่ีเหลียมผนืผา้และลบออกดว้ยรูปวงกลม ดงัรูปใช้
ทฤษฎีแกนขนานหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยของแต่ละรูปยอ่ยรอบแกน x แลว้น ามาลบกนัดงัน้ี 
รูปวงกลม 2

1xcx AdII   

         224 (75)π(25)(25)
4

π
  

                      46 mm1011.4  
รูปส่ีเหล่ียมผนืผา้ 
         2

1xcx AdII                    

                2
3

(75)(100)(150)
12

(100)(150)
  

                26 mm10112.5  
    ดงันั้น โมเมนตข์องความเฉ่ือยของรูปผสมผสมคือ )11.4(10)112.5(10I 66

x   
                    46 mm10101.1  
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แบบทดสอบสัปดาห์ที ่17 
 
1. จงหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยของพื้นท่ีในรูปผสมรอบแกน x 
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เฉลยแบบทดสอบสัปดาห์ที ่17 

 
1. จงหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยของพื้นท่ีในรูปผสมรอบแกน x 
 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า แบ่งพื้นท่ียอ่ยออกเป็นสองส่วนคือ แผน่ส่ีเหลียมผนืผา้และลบออกดว้ยรูปวงกลม ดงัรูปใช้
ทฤษฎีแกนขนานหาค่าโมเมนตข์องความเฉ่ือยของแต่ละรูปยอ่ยรอบแกน x แลว้น ามาลบกนัดงัน้ี 
รูปวงกลม 2

1xcx AdII   

         224 (75)π(25)(25)
4

π
  

                      46 mm1011.4  
รูปส่ีเหล่ียมผนืผา้ 
         2

1xcx AdII                    

                2
3

(75)(100)(150)
12

(100)(150)
  

                26 mm10112.5  
    ดงันั้น โมเมนตข์องความเฉ่ือยของรูปผสมผสมคือ )11.4(10)112.5(10I 66

x   
                    46 mm10101.1  
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